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摘　要：用Ｂａｎａｃｈ空间理论的方法研究了２－一致凸空间的特征不等式问题，作为徐总本和Ｒｏａｃｈ得到的一致
凸Ｂａｎａｃｈ空间的特征不等式之推广给出了２－一致凸Ｂａｎａｃｈ空间的特征不等式。
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{ ；

ｆｉ∈Ｓ（Ｘ），ｉ＝１，２}　　
ＢａｎａｃｈｓｐａｃｅＸｉｓｓａｉｄｔｏｂｅ２ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｒｏｔｕｎｄ［２］ｉｆｆｏｒ
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‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３‖≤
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　　Ｐｒｏｏｆ（Ｉ）Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｘ１，ｘ２，ｘ３ａｒｅｌｉｎｅａｒｌｙｉｎｄｅ
ｐｅｎｄｅｎｔａｎｄｄｅｎｏｔｅｂｙＥｔｈｅｓｕｂｓｐａｃｅｓｐａｎｎｅｄｂｙｔｈｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓｘ１，ｘ２，ｘ３ａｎｄｔｈｅｚｅｒｏｅｌｅｍｅｎｔ，ｔｈｅｎｔｈｅｅｌｅ
ｍｅｎｔλ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３ｂｅｌｏｎｇｓｔｏＥ．Ｌｅｔｚｂｅｔｈｅ
ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｐｏｉｎｔｏｆｔｈｅｖｅｃｔｏｒλ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２－ｘ３ａｎｄ
ｔｈｅｒａｙτ·（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３）ｉｎｔｈｅｓｕｂｓｐａｃｅＥ，
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ｚ＝β（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２）＋（１－β）（λ１ｘ１＋

λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３），０≤β≤１
Ｓｉｎｃｅｘ１，ｘ２，ｘ３ａｒｅｌｉｎｅａｒｌｙｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ
α＝１，β＝１－ｔ２，ａｎｄ

‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３‖ ＝
‖β（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２）＋（１－β）·
（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３）‖≤
（１－ｔ２）λ１＋（１－ｔ２）λ２ｔ１＋
ｔ２‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３‖

Ｌｅｔｗｂｅｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｐｏｉｎｔｏｆｔｈｅｒａｙτ·（λ１ｘ１＋
λ３ｘ３＋λ２ｔ１ｘ２），（ｗｈｅｒｅτ≥０）ａｎｄｔｈｅｖｅｃｔｏｒλ１ｘ１＋
λ３ｘ３－ｘ２．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｓμ，νｓｕｃｈｔｈａｔ

０７
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ｗ＝μ（λ１ｘ１＋λ３ｘ３＋λ２ｔ１ｘ２），μ≥０，

ｗ＝ν（λ１ｘ１＋λ３ｘ３）＋（１－ν）∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ，０≤ν≤１

Ｓｉｎｃｅｘ１，ｘ２，ｘ３ａｒｅｌｉｎｅａｒｌｙｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ
μ＝１，ν＝１－ｔ１，ａｎｄ

‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３‖ ＝

‖ν（λ１ｘ１＋λ３ｘ３）＋（１－ν）∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ‖≤

（１－ｔ１）λ１＋（１－ｔ１）λ３＋ｔ１‖∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ‖

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ
‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３‖≤（１－ｔ２）λ１＋
（１－ｔ２）λ２ｔ１＋ｔ２‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３‖≤
（１－ｔ２）λ１＋（１－ｔ２）λ２ｔ１＋（１－ｔ１）ｔ２λ１＋
（１－ｔ１）ｔ２λ３＋ｔ１ｔ２‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３‖ ＝

λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２－ｔ１ｔ２＋
ｔ１ｔ２‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３‖

Ｗｅｄｅｆｉｎｅａｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｆ（λ，μ，ｘ，ｘ１，ｘ２）＝
‖ｘ＋λｘ１＋μｘ２‖ －‖ｘ‖

（λ∧μ）
ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｙｍｂｏｌλ∧μｍｅａｎｓｍｉｎｉｍｕｍｏｆλａｎｄμｗｉｔｈ
λ，μ∈［０，１］，λ２＋μ２≠０，ａｎｄｘ，ｘ１，ｘ２∈Ｘ．Ｗｉｔｈｏｕｔ
ｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅｍａｙａｓｓｕｍｅｔｈａｔλ３＝ｍｉｎ（λ１，
λ２，λ３），ｔｈｅｎ

ｆ（λ２，λ３，ｘ１，ｘ２－ｘ１，ｘ３－ｘ１）－

ｆ１
３，
１
３，ｘ１，ｘ２－ｘ１，ｘ３－ｘ( )１ ＝

‖ｘ１＋λ２（ｘ２－ｘ１）＋λ３（ｘ３－ｘ１）‖ －‖ｘ１‖
λ３

－

３‖ｘ１＋
１
３（ｘ２－ｘ１）＋

１
３（ｘ３－ｘ１）‖ －‖ｘ１( )‖ ＝

‖λ１ｘ１＋λ２ｘ２＋λ３ｘ３‖ －‖ｘ１‖
λ３

－

３ １
３ｘ１＋

１
３ｘ２＋

１
３ｘ３

－ ｘ( )１ ＝

‖λ１ｘ１＋λ２ｘ２＋λ３ｘ３‖
λ３

－
‖ｘ１‖
λ３

－

‖ｘ１＋ｘ２＋ｘ３‖ ＋３‖ｘ１‖≤
λ１
λ３
－( )１ｘ１＋ λ２

λ３
－( )１ｘ２ ＋３－１λ３≤

λ１
λ３
－１＋

λ２
λ３
－１＋３－１

λ３
＝０

Ｔｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔｆ（λ２，λ３，ｘ１，ｘ２ －ｘ１，ｘ３ －ｘ１）≤

ｆ１
３，
１
３，ｘ１，ｘ２－ｘ１，ｘ３－ｘ( )１ ．
Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｗｅｈａｖｅ

‖λ１ｘ１＋λ２ｘ２＋λ３ｘ３‖≤

１＋λ３（‖ｘ１＋λ２（ｘ２－ｘ１）＋
λ３（ｘ３－ｘ１）‖ －‖ｘ１‖）／λ３ ＝

１＋λ３ｆ（λ２，λ３，ｘ１，ｘ２－ｘ１，ｘ３－ｘ１）≤

１＋３λ３
１
３∑

３

ｉ＝１
ｘｉ －( )１＝

１－３λ３ １－
１
３∑

３

ｉ＝１
ｘ( )ｉ ≤

１－３λ３δＸ（ε）
Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，

‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３‖≤
λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２－３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ１ｔ２δＸ（ε）

（２）
　　 （ＩＩ）Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｘ１，ｘ２，ｘ３ａｒｅｌｉｎｅａｒｌｙｄｅｐｅｎｄ
ｅｎｔ．ＢｅｃａｕｓｅＡ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）≠０，ｓｏｘ１，ｘ２，ｘ３ａｒｅｎｏｔａｌｌ
ｌｉｎｅａｒｌｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔｉｎｐａｉｒｓ．

Ｉｆλ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３＝０，ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ
ｉｓｏｂｖｉｏｕｓｌｙ．

Ｉｆλ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３≠０，ｉｔｉｓｉｍｐｏｓｓｉｂｌｅｔｈａｔ
λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２ａｎｄｘ３ａｒｅｃｏｌｌｉｎｅａｒｉｓｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｗｉｔｈ
λ１ｘ１＋λ３ｔ２ｘ３ａｎｄｘ２ａｒｅｃｏｌｌｉｎｅａｒ．Ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，ｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｓ，λ，μｓｕｃｈｔｈａｔ

λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λｘ３ ＝０ （３）
λ１ｘ１＋μｘ２＋λ３ｔ２ｘ３ ＝０ （４）

Ｆｒｏｍ（３）ａｎｄ（４），ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｘ２ａｎｄｘ３ａｒｅｎｏｎ
ｃｏｌｌｉｎｅａｒ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔλ＝λ３ｔ２，μ＝λ２ｔ１．Ｔｈｉｓｉｓ
ｉｎｃｏｍｐａｔｉｂｌｅｗｉｔｈλ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３≠０．

① Ｗｈｅｎλ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２ａｎｄｘ３ａｒｅｎｏｎｃｏｌｌｉｎｅａｒ，
λ１ｘ１＋λ３ｔ２ｘ３ａｎｄｘ２ａｒｅｃｏｌｌｉｎｅａｒ，ｄｅｎｏｔｅｂｙＥｔｈｅｓｕｂ
ｓｐａｃｅｓｐａｎｎｅｄｂｙｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｓｘ１，ｘ２，ｘ３ａｎｄｔｈｅｚｅｒｏ
ｅｌｅｍｅｎｔ，ｔｈｅｎｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔλ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３ｂｅ
ｌｏｎｇｓｔｏＥ．Ｌｅｔｚｂｅｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｐｏｉｎｔｏｆｔｈｅｖｅｃｔｏｒ
λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２－ｘ３ａｎｄｔｈｅｒａｙτ·（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋
λ３ｔ２ｘ３）ｉｎｔｈｅｓｕｂｓｐａｃｅＥ，ｗｈｅｒｅτ≥ ０．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｓα，βｓｕｃｈｔｈａｔ

ｚ＝α（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３），α≥０ （５）
ｚ＝β（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２）＋（１－β）·
（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３），０≤β≤１ （６）

（６）×α－（５），ｗｅｈａｖｅ
αｚ－ｚ＝α（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋（１－β）λ３ｘ３）－
α（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３）＝α（１－β－ｔ２）λ３ｘ３
Ｓｉｎｃｅｚａｎｄｘ３ａｒｅｌｉｎｅａｒｌｙｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ
α＝１，β＝１－ｔ２，ａｎｄ

‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３‖ ＝
‖β（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２）＋

（１－β）（λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３）‖≤

１７
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（１－ｔ２）λ１＋（１－ｔ２）λ２ｔ１＋
ｔ２‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３‖

Ｆｒｏｍλ１ｘ１＋λ３ｔ２ｘ３ａｎｄｘ２ａｒｅｃｏｌｌｉｎｅａｒ，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔ
λ１ｘ１＋λ３ｘ３ａｎｄｘ２ａｒｅｎｏｎｃｏｌｌｉｎｅａｒ．

Ｌｅｔｗｂｅｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｐｏｉｎｔｏｆｔｈｅｒａｙτ·（λ１ｘ１
＋λ３ｘ３＋λ２ｔ１ｘ２），（ｗｈｅｒｅτ≥０）ａｎｄｔｈｅｖｅｃｔｏｒλ１ｘ１
＋λ３ｘ３－ｘ２．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｓμ，νｓｕｃｈ
ｔｈａｔ

ｗ＝μ（λ１ｘ１＋λ３ｘ３＋λ２ｔ１ｘ２），μ≥０ （７）
ｗ＝ν（λ１ｘ１＋λ３ｘ３）＋

（１－ν）∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ，０≤ν≤１ （８）

（８）×μ－（７），ｗｅｈａｖｅ
μｗ－ｗ＝μ（λ１ｘ１＋λ３ｘ３＋（１－ν）λ２ｘ２）－
μ（λ１ｘ１＋λ３ｘ３＋λ２ｔ１ｘ２）＝μ（１－ν－ｔ１）λ２ｘ２

Ｓｉｎｃｅｘ２ａｎｄｗａｒｅｌｉｎｅａｒｌｙｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ
μ＝１，ν＝１－ｔ１，ａｎｄ

‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３‖ ＝

ν（λ１ｘ１＋λ３ｘ３）＋（１－ν）∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ≤

（１－ｔ１）λ１＋（１－ｔ１）λ３＋ｔ１∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ

λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３ ≤

（１－ｔ２）λ１＋（１－ｔ２）λ２ｔ１＋ｔ２∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ≤

（１－ｔ２）（λ１＋λ２ｔ１）＋

（１－ｔ１）ｔ２（λ１＋λ３）＋ｔ１ｔ２∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ ＝

λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２＋ｔ１ｔ２ ∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ －( )１ （９）

Ｂｙ（２）ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔ

∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ≤１－３λ１∧λ２∧λ( )

３ δＸ（ε）（１０）

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ（９）ａｎｄ（１０），ｗｅｈａｖｅ

λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３ ≤
λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２－３λ１∧λ２∧λ( )

３ δＸ（ε）
　　② Ｗｈｅｎλ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２ａｎｄｘ３ａｒｅｃｏｌｌｉｎｅａｒ，λ１ｘ１
＋λ３ｔ２ｘ３ａｎｄｘ２ａｒｅｃｏｌｌｉｎｅａｒ，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｉｔｇｒｅａｔｌｙ
ｓｉｍｉｌａｒｔｏ①．

③ Ｗｈｅｎλ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２ａｎｄｘ３ａｒｅｎｏｎｃｏｌｌｉｎｅａｒ，
λ１ｘ１ ＋λ３ｔ２ｘ３ａｎｄｘ２ ａｒｅｎｏｎｃｏｌｌｉｎｅａｒ，ｆｒｏｍ ｔｈｅ
ｐｒｏｃｅｓｓｏｆｐｒｏｖｉｎｇ（Ｉ），ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ
‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３‖≤（１－ｔ２）λ１＋
（１－ｔ２）λ２ｔ１＋ｔ２‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３‖

　　Ｎｏｗｗｅｄｉｖｉｄｅｔｗｏｐｏｓｓｉｂｌｅｃａｓｅｓ：

Ｃａｓｅ１　Ｉｆ∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ＝０，ｔｈｅｎ

‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｔ２ｘ３‖≤（１－ｔ２）λ１＋
（１－ｔ２）λ２ｔ１＋ｔ２‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１ｘ２＋λ３ｘ３‖ ＝
（１－ｔ２）λ１＋（１－ｔ２）λ２ｔ１＋ｔ２（λ２－λ２ｔ１）＝
λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２－２λ２ｔ１ｔ２－（λ１＋λ３－λ２）ｔ２≤
λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２－２λ２ｔ１ｔ２－（λ１＋λ３－λ２）ｔ１ｔ２ ＝

λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２－ｔ１ｔ２≤
λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２－ｔ１ｔ２δＸ（ε）≤

λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２－３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ１ｔ２δＸ（ε）

　　Ｃａｓｅ２Ｉｆ∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ≠０，ｔｈｅｎλ１ｘ１＋λ２ｘ２ａｎｄｘ３

ａｒｅｃｏｌｌｉｎｅａｒａｎｄλ１ｘ１＋λ３ｘ３ａｎｄｘ２ｃｏｌｌｉｎｅａｒｉｓｉｍｐｏｓ
ｓｉｂｌｅｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ．Ｗｈｅｎλ１ｘ１＋λ２ｘ２ａｎｄｘ３ａｒｅｎｏｎ
ｃｏｌｌｉｎｅａｒ，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｉｔｇｒｅａｔｌｙｓｉｍｉｌａｒｔｏ①．Ｗｈｅｎ
λ１ｘ１＋λ３ｘ３ａｎｄｘ２ｃｏｌｌｉｎｅａｒλ１ｘ１＋λ２ｘ２ａｎｄｘ３ａｒｅｎｏｎ
ｃｏｌｌｉｎｅａｒ，ｔｈｅｎλ１ｘ１＋λ３ｔ２ｘ３ａｎｄｘ２ｎｏｎｃｏｌｌｉｎｅａｒ．Ｉｎ
ｔｈｉｓｃａｓｅ，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｉｔｇｒｅａｔｌｙｓｉｍｉｌａｒｔｏ②．Ｔｈｕｓ，
ｗｅｃｏｍｐｌｅｔｅｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｌｅｍｍａ２．

Ｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｏｒｅｍ１　Ｗｈｅｎｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（１）ｉｓ
ｓａｔｉｓｆｉｅｄ，ｆｏｒｘ１，ｘ２，ｘ３∈ Ｓ（Ｘ）ｗｉｔｈＡｘ１，ｘ２，ｘ( )

３ ≥

ε．Ｗｅｔａｋｅλ１＝λ２＝λ３＝
１
３ｉｎｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（１），

ｔｈｅｎ

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３
３

≤ １－δｐ
１
３，
１
３，
１
３，( )( )ε

１
ｐ

Ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ

δＸ（ε）≥１－ １－δｐ
１
３，
１
３，
１
３，( )( )ε

１
ｐ
＞０

Ｔｈｕｓ，ａｐｐｌｙｉｎｇＬｅｍｍａ１，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔＸｉｓ２ｕｎｉ
ｆｏｒｍｌｙｒｏｔｕｎｄＢａｎａｃｈｓｐａｃｅ．

Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ，ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＸｉｓａ２ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｒｏｔｕｎｄ
Ｂａｎａｃｈｓｐａｃｅ．Ｗｅｓｈａｌｌｃｏｎｓｔｒｕｃｔａｆｕｎｃｔｉｏｎδｐ（λ１，
λ２，λ３，ε），ｓｏｔｈａｔｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（１）ｉｓｆｕｌｆｉｌｌｅｄ．Ｆｏｒ
ｔｈｉｓｐｕｒｐｏｓｅ，ｗｅｆｉｒｓｔｄｅｆｉｎｅａｆｕｎｃｔｉｏｎ
φｐ（λ１，λ２，λ３，ε）＝ｍｉｎ｛ｆ

（１）
ｐ ，ｆ

（２）
ｐ ，ｆ

（３）
ｐ ，ｆ

（４）
ｐ ｝

ｗｈｅｒｅ
ｆ（１）ｐ （λ１，λ２，λ３，ε）＝

λ１＋（λ２＋λ３）１－ε( )１２
ｐ
－

λ１＋（λ２＋λ３）１－ε( )( )１２
ｐ
，

ｆ（２）ｐ （λ１，λ２，λ３，ε）＝

λ１＋λ２ １－ε( )１２
ｐ
－
λ１＋λ３ １－ε( )( )１２

ｐ

（１－λ２）
ｐ ，

２７
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ｆ（３）ｐ （λ１，λ２，λ３，ε）＝

λ１＋λ２ １－ε( )１２
ｐ
＋λ３

λ１＋λ２ １－ε( )１２
１－λ









３

ｐ

－

λ１＋λ２ １－ε( )１２＋λ３
λ１＋λ２ １－ε( )１２

１－λ

















３

ｐ

，

ｆ（４）ｐ （λ１，λ２，λ３，ε）＝λ１＋

λ２
λ１＋λ３ １－ε( )１２

１－λ









２

ｐ

＋λ３ １－ε( )１２
ｐ
－

λ１＋λ２
λ１＋λ３ １－ε( )１２

１－λ









２

＋λ３ １－ε( )





１２

ｐ

Ｎｏｗｗｅｓｈｏｗｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ：
‖λ１ｘ１＋λ２ｘ２＋λ３ｘ３‖

ｐ＋φｐ（λ１，λ２，λ３，ε）≤
λ１‖ｘ１‖

ｐ＋λ２‖ｘ２‖
ｐ＋λ３‖ｘ３‖

ｐ

ｗｉｔｈｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎδｐ（λ１，λ２，λ３，ε）ｈｏｌｄｓｆｏｒｅｖｅｒｙｘ１
∈Ｓ（Ｘ），ｘ２，ｘ３∈Ｕ（Ｘ）．
　　Ｌｅｔ

‖ｘ１‖ ＝１，‖ｘ２‖ ＝ｔ１，

‖ｘ３‖ ＝ｔ２，珋ｘ２ ＝
ｘ２
ｔ１
，珋ｘ２ ＝

ｘ３
ｔ２
，

Ａ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ε，Ａ（ｘ１，珋ｘ２，珋ｘ３）＝珔ε
ａｎｄｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｇｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

ｇ（ｔ，ｔ′）＝
λ１＋λ２ｔ

ｐ＋λ３ｔ′
ｐ－（λ１＋λ２ｔ＋λ３ｔ′－

３（λ１∧λ２∧λ３）ｔｔ′δＸ（珔ε））
ｐ，

０≤ｔ，ｔ′≤１
ＦｒｏｍＬｅｍｍａ２，ｗｅｈａｖｅ

ｇ（ｔ１，ｔ２）≤λ１＋λ２ｔ
ｐ
１＋λ３ｔ

ｐ
２－

‖λ１ｘ１＋λ２ｔ１珋ｘ２＋λ３ｔ２珋ｘ３‖
ｐ ＝

λ１‖ｘ１‖
ｐ＋λ２‖ｘ２‖

ｐ＋
λ３‖ｘ３‖

ｐ－‖λ１ｘ１＋λ２ｘ２＋λ３ｘ３‖ （１１）
　　Ｉｎｗｈａｔｆｏｌｌｏｗｓ，ｗｅｗｉｌｌｄｉｖｉｄｅｆｏｕｒｐｏｓｓｉｂｌｅｃａｓｅｓ
ｗｈｉｃｈｃｏｍｐｌｅｔｅｔｈｅｓｔｅｐｓｏｆｐｒｏｖｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍ１．

① Ｉｆｔ１，ｔ２≤１－
ε
１２，ｔｈｅｎ，ｗｉｔｈｏｕｔｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌ

ｉｔｙ，ｗｅｍａｙａｓｓｕｍｅｔｈａｔｔ１≤ｔ２，ｓｏｗｅｈａｖｅ
ｇ（ｔ１，ｔ２）≥λ１＋λ２ｔ

ｐ
１＋

λ３ｔ
ｐ
２－（λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２）

ｐ

Ｌｅｔ
ｑ（ｔ１，ｔ２）＝λ１＋λ２ｔ

ｐ
１＋

λ３ｔ
ｐ
２－（λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２）

ｐ

ｔｈｅｎ
ｑ
ｔ１
＝ｐλ２ｔ

ｐ－１
１ －ｐλ２（λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２）

ｐ－１

Ｓｉｎｃｅｔ１≤ｔ２，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ
ｑ
ｔ１
＜０，ｈｅｎｃｅ

ｇ（ｔ１，ｔ２）≥λ１＋λ２ｔ
ｐ
１＋λ３ｔ

ｐ
２－

（λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２）
ｐ≥

λ１＋λ２ １－ε( )１２
ｐ
＋

λ３ｔ
ｐ
２－（λ１＋λ２ １－ε( )１２＋λ３ｔ２）ｐ

ａｎｄ

ｑ１－ε１２，ｔ( )２ ＝λ１＋λ２ １－ε( )１２
ｐ
＋

λ３ｔ
ｐ
２－（λ１＋λ２ １－ε( )１２＋λ３ｔ２）ｐ

Ｂｅｃａｕｓｅ

ｑ１－ε１２，ｔ( )２
ｔ２

＝ｐλ３ｔ
ｐ－１
２ －

ｐλ３（λ１＋λ２ １－ε( )１２ ＋λ３ｔ２）
ｐ－１

ｓｏｗｅｈａｖｅ
ｑ１－ε１２，ｔ( )２

ｔ２
＜０ｗｈｅｎｔ２≤ １－

ε
１２．

Ｈｅｎｃｅ
ｇ（ｔ１，ｔ２）≥λ１＋λ２ｔ

ｐ
１＋λ３ｔ

ｐ
２－

（λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２）
ｐ≥

λ１＋（λ２＋λ３）１－ε( )１２
ｐ
－（λ１＋（λ２＋λ３）

１－ε( ) )１２
ｐ
＝ｆ（１）ｐ （λ１，λ２，λ３，ε）

　　② Ｉｆｔ１，ｔ２＞１－
ε
１２，ｔｈｅｎ，ｗｅｃａｎｃｈｅｃｋｔｈｅｆｏｌ

ｌｏｗｉｎｇｉｎｅｑｕａｌｉｔｙε≤珔ε＋４（２－ｔ１－ｔ２）ｈｏｌｄｓｆｏｒεａｎｄ
珔ε．

Ｉｎｄｅｅｄ，
ε＝Ａ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）≤Ａ（ｘ１，珋ｘ２，珋ｘ３）＋

ｓｕｐ
ｆ１，ｆ２∈Ｓ（Ｘ）

１ １ ０
ｆ１（ｘ１） ｆ１（珋ｘ２） ｆ１（ｘ３－珋ｘ３）

ｆ２（ｘ１） ｆ２（珋ｘ２） ｆ２（ｘ３－珋ｘ３
{ }

）

＋

ｓｕｐ
ｆ１，ｆ２∈Ｓ（Ｘ）

１ ０ １
ｆ１（ｘ１） ｆ１（ｘ２－珋ｘ２） ｆ１（ｘ３）

ｆ２（ｘ１） ｆ２（ｘ２－珋ｘ２） ｆ２（ｘ３
{ }

）

≤

Ａ（ｘ１，珋ｘ２，珋ｘ３）＋

ｓｕｐ
ｆ１，ｆ２∈Ｓ（Ｘ）

１ １ ０
ｆ１（ｘ１） ｆ１（珋ｘ２） （ｔ２－１）ｆ１（珋ｘ３）

ｆ２（ｘ１） ｆ２（珋ｘ２） （ｔ２－１）ｆ２（珋ｘ３
{ }

）

＋

３７
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ｓｕｐ
ｆ１，ｆ２∈Ｓ（Ｘ）

１ ０ １
ｆ１（ｘ１） （ｔ１－１）ｆ１（珋ｘ２） ｆ１（珋ｘ３）

ｆ２（ｘ１） （ｔ１－１）ｆ２（珋ｘ２） ｆ２（珋ｘ３
{ }

）

≤

珔ε＋ ｓｕｐ
ｆ１，ｆ２∈Ｓ（Ｘ）

｛（ｔ２－１）（ｆ２（珋ｘ３）ｆ１（珋ｘ２）－

ｆ２（珋ｘ２）ｆ１（珋ｘ３）－ｆ２（珋ｘ３）ｆ１（ｘ１）＋ｆ１（珋ｘ３）ｆ２（ｘ１））｝＋
ｓｕｐ

ｆ１，ｆ２∈Ｓ（Ｘ）
｛（ｔ２－１）（ｔ２ｆ１（珋ｘ２）ｆ２（珋ｘ３）－

ｔ２ｆ２（珋ｘ２）ｆ１（珋ｘ３）＋ｆ２（珋ｘ２）ｆ１（ｘ１）－ｆ１（珋ｘ２）ｆ２（ｘ１））｝≤
珔ε＋４（１－ｔ２）＋２（１－ｔ１）（ｔ２＋１）≤

珔ε＋４（２－ｔ１－ｔ２）
Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ

珔ε≥ε－４（２－ｔ１－ｔ２）＝ε＋４（ｔ１＋ｔ２－２）≥
ε
３

ＢｅｃａｕｓｅｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎδＸ（ε）ｉｓｓｔｒｉｃｔｌｙｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｉｎε，
ｓｏｗｅｈａｖｅ

ｇ（ｔ１，ｔ２）≥λ１＋λ２ｔ
ｐ
１＋λ３ｔ

ｐ
２－

λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２( －

３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ１ｔ２δＸ ε( ) )３
ｐ
＝ｈ（ｔ１，ｔ２）

Ｆｒｏｍ
ｈ
ｔ１
＝ｐλ２ｔ

ｐ－１
１ －ｐλ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２[ －

３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ１ｔ２δＸ ε( ) ]３
ｐ－１
·

λ２－３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ２δＸ ε( )( )３
ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｈ（ｔ１，ｔ２）ａｔｔａｉｎｓｉｔｓｍｉｎｉｍｕｍ
ｖａｌｕｅａｔｐｏｉｎｔｔ１，ｗｈｅｒｅ

ｔ１ ＝

（λ１＋λ３ｔ２）［λ２－３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ２δＸ ε( )３ ］
１
ｐ－１

λ
１
ｐ－１
２ － λ２－３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ２δＸ

ε( )[ ]３

ｐ
ｐ－１

Ｎｏｔｉｃｉｎｇｔｈａｔｈ
ｔ１ ｔ１＝ｔ１

＝０，ｗｅｈａｖｅ

　
　λ１
＋λ２ｔ１ ＋λ３ｔ２[ －

３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ１ｔ２δＸ ε( )]３
ｐ
＝

λ２ｔ１
ｐ－１ λ１＋λ２ｔ１ ＋λ３ｔ２－３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ１ｔ２δＸ ε( )[ ]３

λ２－３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ２δＸ ε( )３
Ｈｅｎｃｅ

ｉｎｆｈ（ｔ１，ｔ２）＝ｈ（ｔ１，ｔ２）＝

λ１＋λ２ｔ１
ｐ＋λ３ｔ

ｐ
２－

λ１＋λ２ｔ１ ＋λ３ｔ２－３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ１ｔ２δＸ ε( )[ ]３
ｐ
＝

λ１＋λ２ｔ
ｐ
 ＋λ３ｔ

ｐ
２－

λ２ｔ１
ｐ－１ λ１＋λ２ｔ１ ＋λ３ｔ２－３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ１ｔ２δＸ ε( )[ ]３

λ２－３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ２δＸ ε( )３
＝

λ１＋λ３ｔ
ｐ
２－

λ２ｔ１
ｐ－１（λ１＋λ３ｔ２）

λ２－３ λ１∧λ２∧λ( )
３ ｔ２δＸ

ε( )３
＝

λ１＋λ３ｔ
ｐ
２－

λ２（λ１＋λ３ｔ２）
ｐ

λ
１
ｐ－１２ － λ２－３（λ１∧λ２∧λ３）ｔ２δＸ ε( )[ ]３

ｐ
ｐ－( )１ ｐ－１

Ｂｅｃａｕｓｅｈ（ｔ１，ｔ２）ｉｓｓｔｒｉｃｔｌｙｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｉｎｔ２，ｓｏｗｅ
ｈａｖｅ

ｉｎｆｈ（ｔ１，ｔ２）≥λ１＋λ３ １－
ε( )１２

ｐ
－

λ２ λ１＋λ３ １－
ε( )( )１２

ｐ

λ
１
ｐ－１
２ － λ２－３（λ１∧λ２∧λ３） １－

ε( )１２δＸ ε( )[ ]３

ｐ
ｐ－( )１ ｐ－１

≥

λ１＋λ３ １－
ε( )１２

ｐ
－
λ１＋λ３ １－

ε( )( )１２
ｐ

（１－λ２）ｐ－１
＝

ｆ（２）ｐ （λ１，λ２，λ３，ε）

Ｈｅｎｃｅ
ｇ（ｔ１，ｔ２）≥ｆ

（２）
ｐ （λ１，λ２，λ３，ε）

　　③ Ｉｆ０＜ｔ１ ＜１－
ε
１２＜ｔ２ ＜１，ｔｈｅｎ

ｇ（ｔ１，ｔ２）≥λ１＋λ２ｔ
ｐ
１＋λ３ｔ

ｐ
２－（λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２）

ｐ

Ｌｅｔ　ｑ（ｔ１，ｔ２）＝λ１＋λ２ｔ
ｐ
１＋λ３ｔ

ｐ
２－（λ１＋λ２ｔ１＋

λ３ｔ２）
ｐ，ｔｈｅｎ
ｑ
ｔ１
＝ｐλ２ｔ

ｐ－１
１ －ｐλ２（λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２）

ｐ－１

Ｓｉｎｃｅｔ１ ＜ｔ２，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ
ｑ
ｔ１
＜０，ｈｅｎｃｅ

ｇ（ｔ１，ｔ２）≥λ１＋λ２ｔ
ｐ
１＋λ３ｔ

ｐ
２－

（λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２）
ｐ≥

λ１＋λ２ １－ε( )１２
ｐ
＋λ３ｔ

ｐ
２－

λ１＋λ２ １－ε( )１２＋λ３ｔ( )２ ｐ

ａｎｄ

ｑ１－ε１２，ｔ( )２ ＝λ１＋λ２ １－ε( )１２
ｐ
＋

λ３ｔ
ｐ
２－（λ１＋λ２ １－ε( )１２＋λ３ｔ２）ｐ

Ｆｒｏｍ

ｑ１－ε１２，ｔ( )２
ｔ２

＝

ｐλ３ｔ
ｐ－１
２ －ｐλ３ λ１＋λ２ １－ε( )１２＋λ３ｔ( )２ ｐ－１

４７
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ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｑ１－ε１２，ｔ( )２ ａｔｔａｉｎｓｉｔｓｍｉｎ

ｉｍｕｍｖａｌｕｅａｔｐｏｉｎｔｔ２ ＝
λ１＋λ２ １－ε( )１２

１－λ３
．

Ｈｅｎｃｅ

ｇ（ｔ１，ｔ２）≥λ１＋λ２（１－
ε
１２）

ｐ＋λ３ｔ２
ｐ－

（λ１＋λ２（１－
ε
１２）＋λ３ｔ２）

ｐ≥

λ１＋λ２ １－ε( )１２
ｐ
＋λ３

λ１＋λ２ １－ε( )１２
１－λ









３

ｐ

－

λ１＋λ２ １－ε( )１２＋λ３
λ１＋λ２ １－ε( )１２

１－λ

















３

ｐ

＝

ｆ（３）ｐ （λ１，λ２，λ３，ε）

　　④ Ｉｆ０＜ｔ２ ＜１－
ε
１２＜ｔ１ ＜１，ｔｈｅｎ，ｕｓｉｎｇｔｈｅ

ｓｉｍｉｌａｒｍｅｔｈｏｄｗｈｉｃｈｉｓｕｓｅｄｉｎｐｒｏｏｆｏｆｃａｓｅ③ ，ｗｅ
ｃａｎｄｅｄｕｃｅｔｈａｔ

ｇ（ｔ１，ｔ２）≥λ１＋λ２ｔ
ｐ
１＋λ３ｔ

ｐ
２－

（λ１＋λ２ｔ１＋λ３ｔ２）
ｐ≥

λ１＋λ２ｔ
ｐ
１＋λ３ １－ε( )１２

ｐ
－

λ１＋λ２ｔ１＋λ３ １－ε( )( )１２
ｐ

≥

λ１＋λ２
λ１＋λ３ １－ε( )１２

１－λ









２

ｐ

＋λ３ １－ε( )１２
ｐ
－

λ１＋λ２
λ１＋λ３ １－ε( )１２

１－λ









２

＋λ３ １－ε( )





１２

ｐ

＝

ｆ（４）ｐ （λ１，λ２，λ３，ε）
Ｈｅｎｃｅ

ｇ（ｔ１，ｔ２）≥ｍｉｎ｛ｆ
（１）
ｐ ，ｆ

（２）
ｐ ，ｆ

（３）
ｐ ，ｆ

（４）
ｐ ｝＝

φｐ（λ１，λ２，λ３，ε）
Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｅｓｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓｗｉｔｈ（１１），ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ
‖λ１ｘ１＋λ２ｘ２＋λ３ｘ３‖

ｐ＋φｐ（λ１，λ２，λ３，ε）≤
λ１‖ｘ１‖

ｐ＋λ２‖ｘ２‖
ｐ＋λ３‖ｘ３‖

ｐ

ｆｏｒ
ｘ１∈Ｓ（Ｘ）ａｎｄｘ２，ｘ３∈Ｕ（Ｘ）
Ｌｅｔ

δｐ（λ１，λ２，λ３，ε）＝
ｍｉｎ｛φｐ（λ１，λ２，λ３，ε），

φｐ（λ２，λ１，λ３，ε），φｐ（λ３，λ２，λ１，ε）｝
ｔｈｅｎ，ｆｏｒｅａｃｈｐ∈ （０，１），ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｔｒｉｃｔｌｙｉｎ

ｃｒｅａｓｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎδｐ（λ１，λ２，λ３，·）：Ｒ
＋→Ｒ＋，

δｐ（λ１，λ２，λ３，０）＝０，ｓｕｃｈｔｈａｔ

‖∑
３

ｉ＝１
λｉｘｉ‖

ｐ＋（‖ｘ１‖∨‖ｘ２‖∨‖ｘ３‖）
ｐ

δｐ λ１，λ２，λ３，
Ａ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

（‖ｘ１‖∨‖ｘ２‖∨‖ｘ３‖）
( )２ ≤

∑
３

ｉ＝１
λｉ‖ｘｉ‖

ｐ，ｘ１，ｘ２，ｘ３∈Ｘ
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